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EINHEITLICHE
THEORIE ViiIN GRAVITATION
UND ELEKTRIZITAT

VON

A.EINSTEIN uvyp W.MAYER

U.E allgemeine Relativit heorie war hisher in erster Linie eine rationelle
Theorie der Gravitation und der metrischen Eigenschalten des Raumes. Bei
der Behandlung der elelkmomagnetisehen Erscheinungen aber mulite sie sich
mit einer hlold finBerli Cinverleibung der Maxwrnischen Theorie in das
relativistiselie Schema bewniigen. Neben der quadratischen metrischen Form
des Gravitationsfeldes mu man cine von ilir logiseh unabhiingige Lincarform
einfithren, deren Koell en man als die Potentiale des clektromagnetischen
Feldes deutete; in den Temsorgleichungen des Gravitationsfeldes stand neben

dem Krimunungstensor — pur fuBerlich und logiseh willkiielich durch ein
Plus-Zeichen mit ihm vesicniiplt — der kovariant geschriebene Maxwrnische

"

Tensor des elektromagnenischen Feldes.  Dies muBte um so sehmerzlicher
empfunden werden, als (@ Maxwrnische Theorie nur als Feldtheorie erster
Niiherung durch ein allerttings sehr reiches empirisches Material gestiitzt ist;
der Verdacht war nicht +on der land zu weisen, dafi die Linearitit der
Maxwentsehen Gleichungen nieliv der Wirklichkeit entspreche, sondern daly
die wahren Gleichungen es Elektromagnetismus fiir starke Felder von den
Maxwerischen abweichen.

Deshally waren die Theoretiker scit der Aufstelling  der allgemeinen
Relativititstheorie hemiilie. cine logiseh ecinheitliche Theorie des Gesamtfeldes
aufzustellen. Man kann o er nielit behaupten, daf die hisher auf das Problem
verwandten grofen Anstrengungen zuo einem hefricdigenden Frfolg gefiihrt
hiitten.  Seit der Aufstellnng der Quantenmechanik hat man im allgemeinen
sich von diesen Bemithungen abgewandt, indem man vermutete, dafd das Problem
im Rahmen einer Feldtheome im bisherigen Sinne des Worles iiberhanpt un
sei. Im Geg tz zu ser Meinung  wollen wir lier eine Theorie geben.
von der wir glauben, « , abgesehien vom Quantenproblem, eine villig
hefriedigende definitive Lisung bedeutet, Man gelangt zu den alten Formeln
der Gravitation und Elelktszitit auf einem neuen, durchaus einheitlichen Wege.
Es erweist sich, daB3 M+ wris Gleichungen, wie sie gleich zu Anfang in die
alleemeine Relativititsther wie eingefiihet wurden, in demselben Sinne als strenge
Gleichungen anzuschen sinel wie die Gravitationsgleichungen des leeren Raumes.

Dic hier darzustelleacde Theorie kniipft psyehologisch an die hekannte
Theorie von Kanvza an. ermeidet es aber, das physikalische Kontinuum zu
einem solchen von fiinl Uimensionen zu erweitern.  Kavvza besehreibt s
Gesamtleld in einem fiint limensionalen Raume durch einen fimfdimensionalen
@
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Mabtensor g,,.. wobei g, - g,, physikalisch die Rolle des Gravitationspotentialg
spielen, willrend ¢, - g, als elekiromagnetisches Potential gedeutet werden
und die Bedeutung von g,, offengelassen ist. Das Kontinuum wird, wmn ider
erfalirangsgemiifien Vierdimensionalitiit des zeit-rivmlichen Kontinunms gerecht
zu werden. als »zvlindrisch« beziiglich der Koordinate 2 aufgefafit w* =0},
Es gelingt Karvza in ungezwungener Weise, Gleichiungen zu erhalten, welehe
in erster Nilierung mit den hekannten Gravitationsgleichungen hzw. den
Maxwerrschen Gleichungen des elektromagnetischen Feldes iibereinstimmen,
indem er fiir den fiinfdimensionalen Raumn Gleichungen ansetzt, welclie den
Gleichungen des rveinen Gravitationsfeldes dder allgemeinen Relativititstheorie
viillig analog sind. Die Gleielinngen der geodiitiselien Linie im fiinfdimensionalen
Raume sollen die Bewegungsgleichungen des clektriseh geladenen Massenpunktes
darstellen.

Das Unbefriedigende der Kavezaschien Theorie liegt zundchst in der An-
nahme eines fiinfdimensionalen Kontinuwums, da doch die Welt unserer Er-
fahrung dem Anselicine nach vierdimensional ist. Ferner ist vom Standpunkt
einer relativistischen fiinfdimensionalen Theorie die Zylindrizititshedingung
eine formal wenig natiirliche. Auch gelang es dieser Theorie nicht, der Kon-
stanz des Verhiiltnisses von elektriselier und ponderabler Masse eines bewegten
Massenpunktes gerecht zu werden. Endlich gelang — wie schon erwithnt —
die physikalische Deutung der Komponente g, des metrischen Tensors nicht.

All diese Schwierigkeiten werden bei der im folgenden dargelegten
Theorie dadurch vermieden, dal man zwar bei dem vierdimensionalen Kon-
tinuum bleibt, aber in diesem Vektoren mit finf Komponenten und dem-
entsprechend Tensoren einfiihrt, deren Indizes von 1 bis 5 laufen. Wie dies
moglich ist, wird im folgenden auseinandergesetzt. Ist diese formale Schwierig-
keit iiberwunden, so ergibt sich die ganze Theorie auf einem Wege, der dem
in der urspriinglichen allgemeinen Relativititstheorie bei der Aufstellung des
Gesetzes des reinen Gravitationsfeldes bzw. dem in der Karvzaschen Theorie
bei Aufstellung des allgemeinen Feldgesetzes eingesehlagenen Wege weitgeliend
analog ist.

§ 1. Vierervektoren und Fiinfervekioren.

In jedem Punkte eines vierdimensionalen Riemanssschen Raumes ist
neben dem vierdimensionalen Vektorraume V,, gehildet aus den kontravarianten
und kovarianten Vekioren. noch ein fiinfdimensionaler linearer Vektorraum V,
gegeben. Die Komponenten eines kontravarianten Vektors dieses letzteren
Raumes seicn z. B. mit

@ (=15
bezeichmet. Gricchischie Indizes sollen Komponenten eines Fiinfervektors, latei-
nische solche eines Viererveltors bezeichnen. Die Koordinaten des Rimmaxnschen
Raumes bezeiclinen wir mit @; (i = 1+ -4).

Finfdimensionaler (linearer) Vektorraum bedeutet, daB jeder seiner (kontra-
varianten) Vektoren dureh fiinf Zahlen @ festgelegt ist, und dafl im Bereiche

[543]) Eans 1 W, Mavins: on und Elcktr

iche Theovie von Grav

dieser ¢ erstens die Additoon und zweitens die Multiplikation mit einer reinen
Zahl (Skalar) in Giblicher Wy eise definiert ist und nieht aus dem Bereich heraus-
fithrt. s sollen also ze =+ 30 (2 und 8 reine Zalilen) Komponenten eines
Vektors im Vektorraum 17 sein, wenn dies fiir «' und &' gilt. Der Vektor,
dessen Komponenten alle null sind, heiBt der Nullvektor.

Einer Koordinatentravasformation des V, entsprechen Gleichungen von der
Form

¢ = Wa, (1)
wobei

| M, |+ o. (2)

Die M', sind hierbei im oiligemeinen Funktionen der ;. Wegen der homogen
linearen Gestalt dieser Tizunsformationen ist die Operation der Summenbildung
von Fiinfervektoren oder  die der Multiplikation mit einem Skalar unablhiingig
von der speziellen Walil  der Koordinaten.

GroBen b, die sieh hovi einer Transformation (1) so findern, daf} fiir jedes «'
b (3)

invariant ist, nennen wirr die Komponenten eines kovarianten Fiinfervektors.
Auch fiir kovariante Vekztoren sind die Operationen der Summenbildung und
der Multiplikation mit rwnem Skalar sinnvoll.

Wie die Vektoren dies V, mit dem MaBtensor des I¢,

G bzw. g (gF =4

. pe

gemessen werden, so gibu. es auch fir die Fiinfervektoren o', §, einen MaBtensor
(nicht ausgearteter symmactrischer Tensor)

g, bzw. g* (9. =14"),

und wir wollen vom Fiinizervektor @ nun schlechtweg sprechen, der eine lontra-
variante Schreibweise (¢) nnd eine kovariante Schreibweise (@) besitzt, wobei
gilt

a4 =g.a

. (4)

@ = g*a,

Zwischen den Fiinferveektoren (@) des ¥, und den Viercrvektoren @' des V,
hesteht his jetzt keine lseziehung. Eine solehe fithren wir nun ein mittels
des »gemischten« Tensorrs

e (s)

der einem Vektor (a) des 'V, einen Vektor (a*) des V, und umgekehrt zuordnet:
@ =yla (6)
b=y}, (n

@
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Vermittels der MaBtensoren des V, und ¥, kénnen wir den Zuordnungstensor
in den folgenden gleichwertigen Formen schreiben: ’

n.o Yikr .vu.m“ .vm__.q Amb

wo z B,
b o i 1
Te=8 "G,

Wir wollen nun die in (6) und (7) festgelegte Zuordnung niher hetrarehten.,
Wir treflen dic Festseizung, ilaR der Rang der Matrix

__ " __

gleieh vier ist. Dureh 5o, (v, heliebig) winl dann ein vierdimensionaler
Vektorraum im V, gegeben, die »ausgezeichnete Ebene A,
Die Relation
{.h.d» =0 (9)

hat als einzige Losung v, = o, wogegen
yiA = (10)

als einzige Lasung den bis auf einen Faktor bestimmten Normalvektor A' der aus-
gezeichneten Ebene A besitat (denn vf 2, A* versehwindet wegen (1o) fiir jedes u,).
At wollen wir »die ausgezcichnete Richtung des V.« nennen und durch die
Festsetzung' normieren

e b o (11)

Der ausgezeichneten Richtung A' ist nach (10) und (6) im V, der Nullvektor
zugeordnet, wogegen (7) jedem Vektor (5,) des V, einen Vektor der ausgezeicl-
neten Ebene des V, zuordnet.

Der Fiinfertensor (g,.) bestimmt zusammen mit dem gemischten Tensor
(%) den Vierertensor (g, v,y%); von diesem wollen wir annehmen, dal er mit
dem MaBtensor g, des V, identisch sei. Es hestehe also die Bezichung

FuYVe=gu * (12)

! Diese Festsetzung bedcutet aber auel eine Annalime ither den Charakter der Metrik des ﬁ...q 5

Wenn g nielt ausgeartet ist und [[¥, |l den Rang vier hat. dann ist auch 9y, micht
ausgeartel.

Beweis: Wir zeigen, daBl aus Y7l =0- (0}, P =0 folgt. Aus () Tolgt ndmlich
wegen (12)

o= m_:._,\-e o= 7 ..\ﬂ.. p

wobei gesetut st

e =g,k
Davans folgl. dafl =, = 54, also auch = = ad.

Dareh Gleichsetzang dev Deiden Ausdriicke fiir fulgt
fe= w2l

gdi =yl 2P,

worans durel Multiplikation mit A, wegen (10) 2 = o, und weiter das Versehwinden v

fordurt.

=" nneh (y)

[645] Frvsrew und W. Mavez  Binheitliche Theorie von Gravitation und Elektrizitat a

Mit {12) gleichwertig sizd die Relationen

) Veplly = g (rza)
Py, =9, (12h)
gryEyt =gt (12¢) umw.
Wir berechnen noch die GroBe
YWYy =X (13

Dureh Multiplikation mit 3, ergibt sich wegen f121h)
Y =V, = oder
ry 8 —3) =o.
Folglich gilt

g, —2 =g A,. (r4d)
Aus (13) folgt ferner durch Multiplikation mit A®
A =o0.
Deshalb ergibt (14) durch Multiplikation mit A*
A=,
wodurch (14) ibergeht in
o= —AA,
Folglich nimmt (13} die Form an
VE, =& — A A (13a)
oder durch Herunterziehen des Index .
GV A A =g, (130

In den Gleichungen (12) und (13b) haben wir die Beziehungen gewonne:n,
welehe die Metriken im ¥, und V, miteinander verkniipfen.

Die durch (7) hergestellte Verbindung zwischen den Vektoren (5,) ies
V, und den Vektoren &, des V, ist ein-eindeutig. Multipliziert man niimliczh
(7) mit v, so erhiilt man wegen (12h)

b=, (4

also den ganz bestimmten Vektor 4, des V.

Wenn wir dagegen (6) mil ¥, multiplizieren, erhalten wir naeh (1 310

¥ra' = (37— A A" @ = a"—f A", (p=A.a),
also '
a’ = s A7

Der Fimfervektor (a%) ist also durch den Vierervektor (@) nur his wuif
vinen (A7) proportionalen Zusatz bestimmt,
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Tensoren helichiger Stufe Jassen sich in bhezug auf den V), pung
definieren wic in bezug auf den V. pur bezieht sieh deren Ko
Transformationen vom Typus (1. Ebenso lassen sich gemisehte Tensoren
bilden, welehe dureh lateinische und gricehische Indizes charakie rtosind.
Der Bezichungstensor vy ist ein Beispiel hierfiir.  Beziiglich der Bildung von
Tensoren aus Tensoren dureh Addirion, Multiplikation und » Verjiingung« (Kon-
traktion) ist cine explizite Darlegung nicht erforderlich: die letztere Operation
kann sich natiirlich nue auf zwei Indizes gleicher Art (zwei griechisehe bzw.
zwei lateinische) hezielien.

§ 2. Absoluter Differentialkalkul.
Absolutes Differential und absolute Ableitung cines Fiinfer-
vektors. Die Transformation (1)
a=DMa
ist fiine de' AH o' (' ==l v|:.?u._v an Stelle von @' nicht mehr giiltig, «a die
A i allgemeinen Funktionen der 2 sind. Wir filhren nun unter Verwendung
von Drei-Index-GraBen Iy, (0 und % von 1 bis 5, g von 1 his 4) das absolute
Difterential ein
ba' = da'+ Ty, ™ dla?, (15)
wobei scin soll
b= W' b

A= da +1'T, a~da’.

i

Hieraus ergibt sich fin die 1" das Transformationsgesctz

M. (16)

vy, =y, —or, (e, =

xy

dat

LEbenso definieren wir das absolute Differentinl des kovarianten Vektors

bh = db— (17)
wobei diese Definition so gewiihlt ist, daB
d{ba') = bha'~+a'bdh, . (18)

In iiblicher Avt wird dann das absolute Differential eines Fiinfertensors
von beliehiger Stufe gebildet.  Das absolute Differential eines Fiinfertensors ist
ein Tiinfertensor der gleichen Art.

Wir hezeichnen jetzt den Koeffizienten von oa? in de' mit o), so daB gilt

.‘IA ._-. .
My =+, (158)

Jdinatentransformationen (der &) wie cin kovarianter
Durch

verhitlt sich hei Ko
Vierervektor. «,, ist demmach ecin gemischter Tensor, wie z B. Yoo
Differentiation entstehen also aus Fiinfertensoren gemischte Tensoren,

)

avitalion und Elelt

[h47] 1 1 W, Maven: L ¢ von (

Absolute Differentiation des Vierervektors., Ist () ein Vektor

im V,, so definieren wir die absolute Ableitung wie in der Rinsaxny-Geometric
durelr die Gleichung
7 (19)
wobei H:__ w die mit dem MaBtensor g, des V) gebildeten Cinusrorrsn-Sym-
Py

bole sind.  Genau so sei 177, gleich der entsprechenden Ricer-Ableitung, so-

bald 77 nur lateinische Tndizes Desitzt.

ein gemischter Tensor, so delinieren wir
Sip=8,2 30 )- (20)

wo die Summe genau so viele Summanden hat wie der Tensor Indizes, und
zwar entspricht

Ist dagegen

T

7 oder Summand 417,800

einem griechischen Index

* ] » 8L " =T85!
i — § | e
»  lateinischen s NP . s N
Pq
. r S
. » s 8 . " _ e

! »
Diese zuerst in einem formal analogen Falle von Wakknex und Barronorri ein-
geliihrte Frweiterung des absoluten Differentialkalluls ist so gewiillt, dafi die
Rechienregeln gelten:

P

I

(A7),
(A 4B )y

e B B

I

LB, (21)

Fir = P.q =5
Natiirlich gilt auch hier wie im gewdhnlichen Ricer-Kalkul

O“.Q;._...”.\k..q”.w..»"q. Annu

Geniigt cin lings cines Kurvenstiickes im Raume der " definicrter Fiinfer-
vektor o' der Bedingung
ba' =0 =da'+T,

@ dat,
so wollen wir il ecinen lings des Kurvenstiickes parallel verschobenen Veltor
nennen. Der Fiinfervektor findert sich dann lings der Kurve gemi der
Gleichung:

di = —1 “..q:-h.. i (23)

Ferner definiert die Gleichung
dat = 1
|Pg

die Parallelversehichung eines Vierervektors («) lings einer Kurve.

ad’ (24)
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§3. Bestimmung der Drei-Indizes-Symbole T},.

Fine Mannigfaltigkeit der lier ins Auge gefaBten Art ist zuniichst als
gegeben zu betrachien, wenn die Tensoren (g,,) und (v,*) gegeben sind, durch
welche Tensoren der vierdimensionale MaBtensor Hpy gemiif (12¢) mitbestimmt
ist. DBei gegebenem Gaussschen Koordinatensystem sind aber ie Tensoren
(7.0 und (v,*) noch insoweit willkiitlich, als die Koordinatenwalhl im ¥, noch
willkiirlich getroffen werden kaun. Von den 15+ 20 Komponenten dieser
Tensoren sind deshalb gemiB (1) noch 25 wihlbar, so daf bei gegebenem
Gaussschem Koordinateusystem wie im Falle der alten Gravitationstheorie nur
10 zur eigentlichen Charakterisiernng der Mannigfaltigkeit iibrigbleiben. Letz-
tere ist jedoch erst dann als vollig charakterisiert zan betrachten, wenn die
GraBen 1, festgelegt sind, was nun geschehen soll.  Ilierfir treffen wir drei
Bestimmungen.

Ist (@) bzw. (¢) ein Fimfervektor, so besteht die Relation

a=4g.a .

=

Bilden wir die absoluten Differentiale, so erhalten wir
ba, == g . ba"+a‘dy,.

Aus ba, = o folgt also nur dann be* = o (und umgekelrt), wenn die Fest-
setzung getroflfen wird, daB by, verschwindet, oder daB

.m..:q”O. A,D

Nur vermoge dieser Festsetzung [ erlangt die Aussage, daB das absolute
Differential eines Iiinfervektors (in einer bestimmten Richtung) verschwinde,
cinen bestimmten Sinn. Diese Festsetzang kann aueh durch die gleichwertige
ersetzt werden. dafi bei ciner Parallelverschiebung zweier Finfervektoren (a')
und (&) die Form

o0

ungeiindert bleibt.  Die Festsetzung (I) liefert 60 Gleichungen fiir die 100
GroBen 1. —

Zwischen einem Vektor (¢f) der ausgezeichneten Fhene und dem ihm im V,
zugeordneten Vektor (@f) besteht die ein-eindeutige Beziehung

a = y'at.

Wenn (") eines Kurvenstiickes ' des vierdimensionalen Raumes
irgendwie (nicht parallel) verschoben wird, so wird gemiB dieser Gleichung
der Vektor ¢ der ausgezeichneten Ebene A in ganz lestimmter Weise mit-

verschoben, wobei die Gleichung gilt

ba' = vy b + by, (25)

Unsere zweite Festsetzung ist nun folgende: Bei Parallelversehiebung
von (@) (d. h. be' =o0) soll das absolute Differential des mitver-
schobenen Vektors in die ausgezcichnete Rielitung A' fallen. Dies

Hamc.._ Eissvgn und W, Maver: Einheitliche Theorie von® Gravittion und Elektrizitit 11

bedeutet, dal in (25) fir be* = o die ba' den A' proportional sein sollen, oder
daB (bei belichigem &, da,)
ddaly'y,,
proportional A' sein soll.  Ks muB also sein
Yy = A'Fyy, (1

Eorls..r_.1:4?&3.9._55.minzﬁ..w:_?wmn.

Unsere dritte Festsetzung ist eine Spezialisierung der zweiten: Erfolgt
die Parallelverschiebung des Vektors (@) in seiner eigenen Rich-
tung (da? = pa’), so soll aneh der ihm in der ausgezeichneten Elene
Zugeordnete Vektor(a) eine Parallelverschiebung erfabren (ba' =o0).
Dies liefert die Bedingung

0 =vy4,a'd = AF, da
oder, da & ein beliebiger Vierervektor ist,
Byyie= — By (i

Die Vereinharkeit der Bedingungen I, II, III wird spiitter hewiesen.
Multipliziert man () mit 4,, so ergibt sich wegen (11) und (10)

Fiy= A¥'reg=—Ysdyy- (26)
ultiplikation mit v,* ergibt weiter wegen (132)
.,_\n-,ma..,m = == A..w,q_ e .,auh».ugé:_.. = ll.\mn s ..uab_\m_ i

oder wegen des Verschwindens von A'A,, (= $(4'4),,)
. {27)

Das Iauptergebnis dieses Paragraplien ist folgendes. Unterwirft man die
I' den durch ihre Einfachleit naheliegenden Bedingungen I, 11, 111, so sind sie
dadurch bei gegehenen g, wnd v* noeh nicht vollstindig, sondern nur bis
auf den antisymmetrischen Tensor Fy, bestimmt, der noch frei wihlhar bleibt.
Es wird sich zeigen, daB dieser zusammen mit dem Rizxaxxschen MaBtensor g,
die Tligenschaften der hetrachteten Mannigfaltigkeit vollig bestimmt.

Iis ist instruktiv, das hier behandelte Problem in Beziehung zu bringen
mit dem eines Rimranx-Raumes £, welcher in einen Rmaxx-Raum R, von
hitherer Dimension cingehettet ist. Denn anch bei diesem Problem existieren
in einem Punkte von R, zwei Metriken, von denen cine zu R, , dic andere
zu £, gehort. £, entspricht dem  vierdimensionalen Raume. withrvend in
unserem Falle statt /, nur der jedem Punkte von £, zugeordnete Vektorraum
von n(= 5) Dimensionen vorhanden ist.

#=a'(y - -y" (t=1--n) ist die analytische Darstellung des Unter-
riumes.  Linem Punkte von I, kommt die Metrik Fpp @y dy” im KB, und die

d
o’

— &
A=

ey

=1, ist hier der Zunordnungstensor. A'.
» g

definiert durch , =0, ist die Normale des 1!, im Dhetrachteten Punkte.




12 zung der physikalisch-mathematischen Klasse vom 22, Oktober 1931 [HH0]

Auch in diesem Falle gelten die Relationen I und 11 F,, ist aber bei dicsem
Problem symmetriselr und ist im Falle # = m =1 als »die zweite Grund-
form« bekannt. ¥s ist also ausschlieBlich die Festsetzung I, welche die von
uns betrachtete Raumstruktur gegeniiber dem Problem der eingebetteten Mannig-
faltigkeit unterscheidet. Ilier liegt also auch das unterscheidende Moment (er
von uns entwickelten Theorie gegeniiber derjenigen von Karvza.

§4. In hezug aul den F; geradeste Linien.
Wenn wir cinen Vektor (¢) des V, in der ihm im V|, zugeordneten Ricli-
tung @ = v e parallel verschichen, so wird dadureh im Koordinatenraum
eine Kurve bestimmt, deren Gleichung wir jetzt aufstellen wollen.

ar
Bei geeigneter Wahl eines Parameters / kiinnen wir = T
f
setzen. Aus
& =yra
folgt dann dureh Differenzieren wegen da' = o
bat =yt di
oder wegen 11
Pt ]l dat a’
O ML B K (28)
e rylodt dt dit
Nun ist aher
oA ) bt
— = L =A sl A ——,
ot :. bt

wobei das zweite Glied der rechten Seite wegen be' = o verschwindet. Aler
auch das erste Glied der rechten Seite verschwindet; denn es ist wegen (27)
A0t =y Fara = Faatdt = o.

. iy

s ist also A’ = ¢ auf der Kurve konstant, so da (28) in der Form zu
schireiben st

4 k| dar dat 4w
dr Flpyl e ar =F T w

. (g = konst). (28a)

Was den Paraweter £ anlangt, so ist lings der Kurve by, «'«') = o. also
g.a'a = konst, oder wegen (131}

da? da?

TR, + " = konst
:.—_n.u.
da? du?
I T T konst.

d W, Maver: Einl d Elekt

von Gravitation
Wir kinnen daher bei Beschriinkung auf zeitartige Kurven in (28a)
die durch
SR ot
ds’ = —yg,, da’d,
definierte Bogenlinge als Parameter einfiihren, wodureh auch die in (28a)
eintretende Konstante ¢ fixiert ist.

Gleichung (28a) entspricht genau der relativistischen Bewegungsaleichung
des elektrisch geladenen Massenpunktes, nicht nur angeniiliert wie in Katrzas
Theorie. Inshesondere ist bemerkenswert, daB hierbei das Verhiltnis = der
clektrischen zur ponderablen Masse als streng konstant lerauskommt.

§ 5. Die Kriimmung beziiglich des 7.

Die Integrabilititshedingung beziiglich der Parallelverschiebung

be' = o
bzw.
da* = —Tads?
lauten
0= 0, (29)
wobei
S W e W s v R (30)

Aus (29) folgt. daB das Versehwimlen von (30) invarianten Charakter lat.
Der Beweis, dall /7, ein cemisehiter Tensor von der durch die Indizes aus-
gedrickten Art ist, Lt sich wie folgt erbringen. Wir hetrachten die zwei-

dimensionale Mannigfaltiz = a*(u, »), welche in einem ihrer Punkie
d

die zwei Richtungen —— | definiert. Ist
du  dr
der Fiimfervekoor « gegeben, so bilden wir

el

dem hetrachteten Punkte und

Umgebun

b {ba 0 b
ﬂaz u.:?ﬂ

n,:.| m:_le: *m.nq
v T du " gu

2 pu g po 98 o g dat
= |- N il LT —
du odu ‘+ #\gu dr
b b b b dat dat
b w| \A = T (31)
pe \ b b\ be dv du -

Tensorcharakter von 7, hervorgeht.
ich existiert im Ralmen der von uns untersuchten Raumstruktur

aus dem g, gehild -Kriimmung ehenso wie

Worau

anch lete gewdlmliche R

i

Al
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auch die aus den g, gebildete geoditische Linie. Die neu gewonnene 1ip-
kenntnis besteht aber gerade darin, dal die fiir die physikalischen Gesetze maf3-
gebenden Bildungen diejenigen sind, welche aus der dureh die I' Lestimmten
Parallelverschiebung von Fiinfervektoren gewonnen werden.

Andererseits ist es klar, dali die so gewonnenen mathematischen Gebilde
nur in ihrer Bezichung zum vierdimensionalen Raume bzw. zum Tangential-
ranme V, in die physikalischen Gesctze eingehen konnen. Damit Liingt es
zusammen, daB sich die fiir letztere maBgebenden Ausdriicke schlieBlich durely
die Vierertensoren g, und F,, allein ausdriicken lassen, wihrend in dicsen
Ausdriicken v und g, nieht mehr explizite vorkommen (vgl. z. B. Gleichung
(28a)); dies wird im niichsten Paragraphen nither anseinandergesetzt.

Aus diesem Grunde ist es zweckmiBig, die Bezielung aufzusuchen, welehe
zwischen der Finferkrimmung (30) und der (Riemannschen) Viererkriimmung
besteht. Wir gehen aus von den Gleichungen (II) und (27)':

Yirsg = ATy, (In)
Ay =Bt (27)
Durch nochmalige absolute Differentiation erhiilt man
Yiregrp = Fagepd + Ty By, (1La)
Apg= B Fr A vy, FF (271)

und hieraus

nd

Q_w"._.___‘l.w__..._t; = Kp.nm.:.:_l ._,TLIT.S;.N‘._.... rwllm.._,.__m..qny n.:.—.;
&..w.:lx»:...:_”{:_.aw‘.* ..lhu__.:L. (271h)

roit i

Durch explizites Ausrechnen der linken Seiten dieser Gleichungen erhiilt man
nach einiger Rechnung

Vikryip™ Vikiprg = .m.-q_qm.m..»lww_.:.q.v.:. ﬁwuu
A Bigip = Py ds, (33)

wobei [t die Riemannsche Viererkriimmung bedeutet:

psg T “liigep

S i T r il | t
Rypp=— kq ;_|T kp ....nT tyf | kp tp| \kql” (34)

Aus (ITh}, (27b), (32) und (33) erliilt man die gesuchten Relationen:
Pup¥or = Al s— Fip ) + 9 {Rbpy + Fiy B —Fu F} (35)
Py Ao =9, ,—F ). (36)

! Aus den Gleichungen 1T und (27) sind die I' eindentig berechenbar. Ist F,, + Fp=o0,
o0 sind, wie man leicht sicht. die Festsetzungen 1 und 11 erfillt, womit ihre Vercinbarkeit ge-
zeigl ist. Iis ist ja nur das Gelten von T nae 1. was bei Anwendung von (r31h) leicht
aelingt.

[H53] eax ol W Maver: Einheitliche Theovie von Gravitation und 1 15
Multiplikation von (35) mity™ ergibt wegen v, . v = v, vy, = 4," — A, A" und (36)

\.__E. =—y, 4 ;_MHS = N.‘q_._L oA, :...3, w m..::t
+ 4V (Rgpg - By By~ F, By (37)
sei noch Dbemerkt, da auch fiir den TFinferkrinnnungstensor die
(Bianemsehe) Tdentitit gilt,

S o TP ) o 8 (38)
Man heweist sic am eiufachsten, indem man im betrachteten Punkte durely
r

Py
Fiinferkoordinaten die I, zum Verschwinden bringt. was gemiiB (16) méglich ist.

Koordinatentransformation (der a) die und durch Transformation (1) der

Wir bilden ferner aus (37) dureh Verjiingung

Po=vP,, = AFE! 4y, (R, —F,, F") (39)
P=vyrP, = R—F,F* (40)
und
U=Ly— 4y, (P+R)=A S v (B~ 49, 8~ (F, FY, 1 g, F FH). (41)!

Indem wirendlich (37) mit — A, v multiplizieren, beziiglich der Indizes ¢ p g
zyklisch vertauschen, addieren und halbieren, ergibe sich so der antisymme-
trische Tensor

Ny = h:.:wr—. B+ = .m.__;:..u_n BBy {42)
§ 6. Die Feldgleichungen.
Im folgenden bedienen wir uns der beiden bekannten Identititen
(R*—48*R),, =0, (43)
(Fo, B — 3P By V) = Fo F*? - (B Frpy + Fy ) Y (32)
deren erste sich am bequemsten dureh zweimalige Verjiingung aus der Bi-
ancmischen Identitit des gewdhnlichen Kriimmungstensors ableiten Lift, wiihrend

die zweite leicht divekt zu verifizieren ist. Mit Hilfe von (43), (44), (1) und
(27) erhiilt man aus (41) durch Divergenzbildung nach dem Index p

Ulp—3vw N, =o0. (435)

Setzt man also als Feldgleichungen an
U,=o, (40)
Nyp=0=F, ,+F, +F,,, (47)

so hesteht zwischen ihnen die Identitiit (45). Multipliziert man (41) einerseits
mit v, . andererseits mit A', so erkennt man, daB sich (46) in den Gleichungen
spaltet

' In der Festsetzung (41) ist das Riesawnsche R eingeliihrt. obwohl es sich nicht dureh

algebraische Operationen aus dem Tensor der Fiinf rkriimmiung ableiten 168t Die Rechtferti-
ung hierfiie lefert die Identitit (45), in weleher die Able g vou Ko duveh Fiinfertensoren
gedriiekt ist (imp ).
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By, —3 gy B)— (B Iy — g, FusF') = o, (46n)
10
FPE e /o ek — 61
" égicmsv 0, (46h)

welehe ebenso wic (47) nur melir die g, und Fj; enthalten. Damit sind wir
auf diejenigen Gleichungen gekommen, welche auch bisher in der allgemeinen
Relativitiitstheorie als die Feldgesetze der Gravitation und Elektrizitit betrachtet
worden sind, nur daB durch Gleichung (46) die Gravitationsgleichungen und
das erste MaxweLtsche Gleichungssystem in ein einziges Gleichungssystem zu-
sammengefaBt sind, und daB alle drei Gleichungssysteme mit der » Kriimmung«
in Zusammenhang gebracht sind. Die Korpuskeln sind in dieser Theorie gar
nicht, oder — was auf dasselbe hinauskommt — als Singularititen enthalten.

§ 7. Einfithrung spezieller Koordinaten im F;.

Unter den méglichen Festsetzungen beziiglich der Koordinatenwahl im V,
erscheint jene die natiirlichste, welche die y', auf §', und A* auf &' spezialisiert
(8", gleich 1 bzw. o, je nachdem i ==p oder ¢ == p, &', gleich 1 bzw. o, je
nachdem (= 5 oder 5= 5 ist).

Ist niimlich
nn — E_dmﬂa

eine Transformation auf neue Fiinferkoordinaten, so gilt
v, =17,
A= M A",
Wenn wir also y", =47, A= 47, haben wollen, so brauchen wir nur
My =1
M, =A
zu withlen. Aus der Gleichung
b= M.}

folgt dann auch
Y2 =48F (=ifirx=p; =o firx=+p)

k».”.w-m (=1firx=75; =o fir x#p)
‘Wenn wir nach vollzogener Transformation die Querstriche weglassen, so gilt:
Vo= 8y, yP =02, A=, A =00, (48)

Wenn wir nun eine Transformation der Raumloordinaten #' vornehmen, so
miissen wir, damit (48) fortbestehe, die Fiinferkoordinaten so mittransformieren,
daB sich die o' bzw. a (1= 1--4) wie die Komponenten eines kontra- hzw.
kovarianten Vierervektors verhalten, withrend sich @®bzw. a . Wie eine Invariante
transformiert.

W Maver: L

s wiire aber falsel, zu sehlieBen, ein Fiinfervektor sei nichits als eine Art
»Summes aus cinem Vierervektor und cinem Skalar. Zwei GroBen sind nury
damn gleich, wenn sie hei keiner definicrten Operation verschiedene Ergebnissc
liefern. Aber das absolute Differential eines Fiinfervektors ist von dem des

»ihm gleichenc Viercrvektors -+ Skalar versehieden.

I neuen Koordinatensystem ergibt sich aus der Sehreibweise die Schiwicrig-
keit, die vier ersten Komponenten des Finfervektors «° von den numeriseh
gleichen des ihin zugeordneten Vierervektors «f = v @ zu unterscheiden. Wir

wollen @* schreiben, um die vier crsten Komponenten des Fiinfervektors a* zu
bezeichnen.  Dann gilt als numerische Relation

= ad" (49)
an Stelle der Beziehung
yra = dt.

Analog wollen wir 1", schreiben, wenn wir cinen der vier ersten Indizes
von T | meinen.

In unserem Koordinatensystem hat die ausgezeichnete Kbene A die
Gleichung ¢ = o, = 0. Aus A =g,ad¢ = o fir Vektoren der Ebenc A4
schliefien wir

g5 =0 (50)
und aus g A'A* =1

G =1. (s51)
Gleichung (12) nimmt hier die Form an

Gix = Yir+ (52)

Wir betrachten die durch die I charakterisierte Parallelverschichung des Fiinfer-
vektors.
Festsetzung T (g,,,, = 0) liefert mit Ricksicht auf (52), (50), (51)
Yirg—Thu —Ti,0, =0
- nun?m__.....l H.M._. o (s .wu
0

.Im,?

Festsetzung II war, da bei Parallelverschiebung des Vierervektors o' der
invariante Zuwachs ba' des ihm in der Ebene A zugeordneten Vektors o' = v d*
in die Richtung A4' fillt, daB also bei unserer Koordinatenwahl ba' ver-
schwinden soll.

Aus

¢
rq

dat 4 atda’? = o

hat also

ot 4 Sw.. aldi’' =0 @=o),
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2u folzen, oder wegen o= o
cu ) ¥
B ey

Festsetzung [11 hesage: Versehichen wir den Vektor o parallel in seiner
cigenen Richtung. so soll aueh der invariante Zuwachs be' des ihm in der A-Ehene
zugeordneten Vektors o' = yie* versehwinden. Es mull also neben bed aueh
ba* verschwinden:

. (54)

bt = i+ Iiata’ = o,

was wegen ¢ = 0 (und da® = 0) und a” = ¢* zur Folge hat
—_— 15
=—T, (55)

und zwar s Iy, hier der Ausdruck der von uns mit _.‘.E bezeichneten Grilie
telektromagnetische Feldstivke).  (53). (54) und (55) zeigen, dal} die I' durch
die g, und F vollig bestimmt sind (bei fixiertem Koordinatensystem im V).

Die Benutzung der speziellen Koordinaten hat den Vorteil, daB sich dic
Gleichungen infolge der Klimination der enthehrlichen Feldvariabeln cinfacher
schreiben. Man muB aber dafiic den Index 5 auszeichnen. wodureh die Zuhl
der Gleichungen vermehrt und die Lrkenntnis der natilichen formalen Zu-
sammenhiinge erschwert wird. Wir haben uns daher von vornherein bei unserer
Darstellung allgemeiner Koordinaten im 1, bedient; es sei aber bemerkt, dafi
wir auf die ganze Theorie zuerst aufinerksam wurden durch Oberlegungen,
welehe den in diesem Paragraph durehgefithrten dhnlich waren.  Wir verzichien
daranf, die iihrigen friiher gegebenen Uherlegungen nnd Resultate in das spezielle
Koordinatensystem zu iibertragenn.

§ 8. Feldgleichungen und :m:.em.::m.mmémﬂﬂm.

s soll noch gezeigt werden. duf die in § 6 postulierten Feldgleichungen

zu dem wmabhiingig von ihnen in § 4 anfgestellten Bewegungsgesetz in einer
natiivlichen Bezichung stelien.  Dabei ist zu beachiten, daB in der Theorie das
Wesen der materiellen Teilehen noch nicht erfaBt ist, so dall diese als sin-
guliire Punkte behandelt werden wmiiliten. Statt dessen ist es aber ecinfacher.
den Gleichungen cin fiktives Glied hinzuzofiigen, welehes die Dichte der Materie
ausdriiekt: dadurch kann man vimlich mit der Betrachtung von kontinuier-
lichen Funktionen auskomumien, was rechneriseh einfacher ist.

Wir nehmen an, daB iiberall. aueh da wo »Materies vorhanden ist,
Gleichung (47) exakt gelte (Abwesenheit magnetiseher Massen).  Dann folgt
aus (45), dali diberall die Gleichung
Mw 1

=o (56)

exakt crfiillt ist. Dagegen haben wir anf die rechte Seite von (46) den fingierten
gemischten “Tensor der Dichte der Materie zu setzen. In Analogie zu dem
primitivsten Ansatz hierfiir. welcher in der alten Gravitationstheorie druck-
[reie (staubartige) Materie darstellt, setzen wir an Stelle von (46)

UP = ptkr (57)

e
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[557] Eixsceix und W. Mx
(% ist ein Finfervektor, dem der Vierervektor (y2£') oder (£7) zugeordnet ist.
Wegen (56) ergibt sich

?ms_._.nm_n_u:m__wmﬁ“O. (58)

Aus (57) geht hervor, dal w erst dann festgelegt ist, wenn man durch
Normierung den »Betrag- von £ festlegt, d. h. wenn man z. B. setzt

£'E = konst. (59)
Dann licfert (58) durch Multiplikation mit £ wegen £ £, =+ (££),=0:
(&), =0, (60)
wodurch (58) iibergeht in
.m.:.mﬁ =@. (61)

Wir fassen nun die Kurven des Koordinatenranmes ins Auge, dic das
£F-Feld stangieren«, bei geeigneter Parameter-Wahl ist

dx
o =E ) (62)
das System der diese Kurven definierenden Differentialgleichungen.
Gleichung (61) besagt dann, daB lings einer solchen Kurve b = o ist,
d. h. aber, dal £ in.der ihm zugeordneten Richtung (£7 = 37 £Y) parallel ver-
schoben ist.
Die bei dieser Verschichung entstehenden Kurven (62) sind im § 4 be-
handelt worden und geniicen dem Gleichungssystem
* x5, k) dz? da? d:
di’ LT

r

+ =

;SQA, ..m|~_ T £ = konstant. A@wv

©

Aus Gleichung (60) 1i5t sich nun weiter zeigen. dal diese Kurven die
»Bahnkurven der Materie< darstellen. Betrachten wir niimlich einen aus
solehen Kurven gebildeter Tzlen, so hesagt (Go) (Kontinuitiitsgleichung), daf
das Verschwinden bzw. NioLtversehwinden der Diclitefunktion p sich lings
des Fadens fortpflanzt r genaver, dall lings eines solchen Fadens die
*Masse« konstant ist, was aber inbaltlich der Behauptung fiquivalent ist.

Die hier dargelegte 7= rie liefert die Gleiclungen des Gravitationsfeldes
und des elektromagnetiscl.oz Feldes zwanglos auf cinleitlichem Wege; da-
gegen liefert sie vorliulig koin Verstindnis [iir den Bau der Korpuskeln sowie
fiir die in der Quantenthessie zusammengefalten Tatsachen.

Azsgegeben am 2. Dezember.

g Uerlin, pedruckt in der Relehsdruckerei.



