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EINHEITLICHE THEORIE VON
GRAVITATION UND ELEKTRIZITAT
ZWEITE ABHANDLUNG

A EINSTEIN unp W. MAYER

In einer im vorigen Jahre erschienenen Arbeit (Sitz. Ber. XXV. 1931) haben
wir gezeigt, dafy durch Einfilhrung von Fiinfervektoren im vierdimensionalen
Raume sich cine Raumstruktur ergibt, die ungezwungen zu einer einheitlichen
Theoric von Gravitation und Elektrizitit fithrt. Die sich ergebenden elektro-
magnetischen Gleichungen stimmten mit den allgemein relativistisch ge-
schriebenen Maxwellschen Gleichungen des leeren Raumes itberein. Diese
Gleichungen erlauben keine von null verschiedene elektrische Massen- und
Stromdichte, kénnen daher im Innern elektrischer Korpuskeln nicht giiltig
sein. In ciner solchen Theorie kénnen elektrische Korpuskeln nur als Singu-
larititen des Feldes figurieren. Eine befriedigende Feldtheorie muf aber nach
unserer Uberzeugung mit einer singularititsfieien Beschreibung des Gesamt-
feldes, also auch des Feldes im Innern der Korpuskeln, auskommen.

Deshalb stellten wir uns die Frage, ob die von uns betrachtete Raumstruktur
nicht eine Verallgemeinerung zulasse, die zu clektromagnetischen Gleichungen
mit nicht verschwindender elektrischer Dichte fithren, Im folgenden soll ge-
zeigt werden, dafl es eine ganz natiirliche derartige Verallgemeinerung gibt,
welche zur Aufstellung cines kompatibeln Systems von Feldgleichungen Ver-
anlassung gibt. Die Frage der Lignung dieses Gleichungssystems zur Be-
schreibung der Wirklichkeit soll hier noch nicht behandelt werden.

Die cinzige Anderung gegeniiber der frither betrachteten Raumstruktur
besteht darin, dafl die in § 3 L c. figurierende Hypothese II fallengelassen
wird. Es zeigt sich, dafl die Aufstellung kompatibler Feldgleichungen fiir diese
Raumstruktur an die Vierdimensionalitit des Kontinuums gebunden ist.

§ 1. Die Raumstruktur.

§1 und §2 1 c sei hier unveréindert {ibernommen, cbenso aus § 3 dic
Hypothese I, welche durch die Festsetzung
E:y=09: ¢ v v s 3 s « & (@D

charakterisiert ist. An dic Stelle des Restes des §3 1. c. tritt aber fol-
gendes.
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4 Sitzung der physikalisch-mathematischen Klasse vom 14. April 1932 [131]
Jedenfalls muf} sich die Ablcitung 9,,, in der Form darstellen lasscn
Voo =AF +¥ Ve « - « « . . (1)

wobei F,, , V,,, Tensoren von vorléufig unbekannten Symmetric-Eigenschaften
sind, Diese Gleichung hat wegen des Verschwindens von 3,4, (also auch
von (y,4),,) die Gleichung

By =9 s & % & 5 » & 3 [(2)
zur Folge.

Das Verschwinden von g, = (v, ¥\),, verlangt mit Riicksicht auf (1) die
Antisymmetrie von V,,, beziiglich der crsten beiden Indizes. Hierdurch wird
auch das Verschwinden der absoluten Ableitungen von g (= A'A" + ', y'%)
erzielt; was ja gemifd (I) gefordert werden muf.

Wir betrachten wieder einen Viercrvektor @* und den ihm in der »aus-
gezeichneten Ebene« ihm zugeordneten Fiinfervektor

a'=y.a.
Verschiebt man o* irgendwic lings einer Kurve, so wird @' mitverschoben,
und es besteht die Relation
ba = piba'+ (A F,,+ 9"V, )a dx,.

Nach unserer dritten Festsetzung (die zweite fiallt ja hier weg) soll ba' ver-
schwinden, wenn «* in seiner eigenen Richtung parallel verschoben wird,
d. h. wenn ba* verschwindet und dx, proportional a¢ ist. Deshalb muf} sein

By, =—F,;
Vie=—

r rgk *

Da V,,, in den beiden ersten Indizes ebenfalls antisymmetrisch ist, so ist
es iiberhaupt antisymmetrisch.

Es sei bemerkt, daff die Ableitung des § 4 L. c. der durch Parallelverschie-
bung eines Fiinfervekrors in der ihm zugeordneten Richtung charakterisierten
Linie, welche ja die klassische Bewegungsgleichung des elektrisch geladenen
Massenpunktes ergibt, hier ungeindert giiltig bleibt.

§ 2. Kriimmung und Feldgleichungen.

Leitet man fiir diese erweiterte Struktur die Fiinferkriimmung ab, so er-
halt man nach der § 5 L c. angegebenen Methode

HU._:n.a = m?.:».\ﬂ.l Y.»\m:u ﬁ&u.wq..nlmukfnl*l —\..._.o Mu..u_l w\..*vm.ﬂ.v

" @)
b o u\c*ﬁ_qﬁb»ﬂavlﬁkqh;l.lhnr.v Nu_.qlu.\_:: ﬁ\q;+ —\;_.ﬂ\-;lu\bn-"wl?ﬂ\r;;u

W
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Multiplikation mit "¢ (einmalige Verjiingung) fithrt zu
Po=9"R—F, Fr=V, . VO,V 2+ (F.~V. . F*. (4
Hieraus durch nochmalige Verjiingung
P=R—F e P, o < & u & (5

rgp

Wir wenden uns nun zur Aufstellung der Teldgleichungen. Diese diirfen
nicht willkiirlich gewihlt werden, etwa durch Nullsetzung der einfachsten
aus der Finferkriimmung algebraisch zu gewinnenden Ausdriicke; das zu
wihlende Gleichungssystem muf3 vielmehr auch der Bedingung der Kom-
patibilitit entsprechen: es mufl die Variabeln vollstindig bestimmen, aber
derart, daf8 jede Losung in einem Querschnitt (z. B. x, = konst.) sich im Ein-
klang mit dem Gleichungssystem fortsetzen lifit.

In Anlchnung an die erste Arbeit setzen wir zunichst fest, daff das Glei-
chungssystem

G, =P,—~Fp,P=0. - . . - . « (0

erfilllt sein soll. Dann mufl im Speziellen auch der antisymmetrische Teil,
den wir H,, nennen, von .G, verschwinden:

(I AR e )

Aus (7) kann man folgern, dafl sich der Tensor V' durch einen Skalar aus-
driicken lafit. Unter Verwendung des bekannten antisymmetrischen Pseudo-
Skalars 7'7*¢ (= (— g)~* 6'7*7), wobei 0/"?7 = =% 1 ist, je nachdem /r pg¢ durch
eine gerade oder ungerade Zahl von Vertauschungen aus der Permution 1 2 3 4
zu gewinnen ist, lifit sich setzen
rPe — d_:.z -

Da die kovarianten Ableitungen von # verschwinden, so ist

—\::_; - 3?2 [/

was nur dann verschwindet, wenn

0= Proa— Pt = Plog— P ™= 0.
¢, hat also die Form m Es tritt also zu den Feldgrofien der urspriing-
(3
lichen Theoric de facto nur einc Variable hinzu.

Gleichung (6) spalten wir nun in die beiden Gleichungssysteme
0=AG,=C,=F%—=Vm:F* . « . w % » = = (62)

pre
o= vi._m.n = Q_n == anul*m-:mvllmmﬂ.aﬁflu__.%a_v.mq._ wq:v

(6b)
— WV =8V V)
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(6a) entspricht dem emsten Maxwellschen Gleichungssystem, das zweite Glied
der cleiirischen Swromdichte. (6b) eatspricht den Gleichungen des Gravi-

tationsfeldes, jedoch ohne die zugehdrige skalare Gleichung, indem dic Ver-
jingung von ‘6b, identisch verschwindet.

Um zu dem zweiten Maxwellschen Gleichungssystem zu gelangen, wie
es vom Standpunkte unserer Raumstruktur das Natiirlichste ist, bildet man
—A'y, P (=2P ) und hierauf durch zyklische Vertauschung den in allen

FFN TV

drei Indizes antisymmetrischen Ausdruck
Qﬂﬁ% = ~U_.nb+MUAv~+

oder nach einer von Schouten herrithrenden abkiirzenden Bezeichnungs-
weise P, und setzt dies gleich Null. Man erhilt so in analoger Bezeich-
nungsweise

G = Q;..w = ﬁu_.q..b_l.: w\.-.:.n.mu..l e v o 0 o= s mmu

Was nun noch fehlr, ist offenbar die skalare Gleichung des Gravitationsfeldes
sowie cine Gleichung, welche die analytische Fortsetzung von ¢ bestimmt,
Diese fehlenden Gleichungen folgen nicht aus der betrachteten Raumstrukrur,
sondern nur aus der Bedingung der Kompatibilitit des gesamten Gleichungs-
systems, die ihrerseits auf dem Bestehen gewisser Identititen beruht, wie
spiter gezeigt werden soll.
Aus (6a) folgt
Q«.:., = Fr » w\__:n...e T...al Jrres Mu;:. 2

HH
Das erste Glied der rechten Seite verschwindet identisch. Fiir das zweite
schreiben wir gemif} (7) —F, H'. Das dritte kann — { V#¢ F, . oeschricben
werden und wegen (8) in der Form —4Vre G, 4+ Vel F*, wobei der letzte
Term aus Symmetriegriinden verschwindet, Man erhilt also die Identitat

G HHUE 4G, =0, . « & . . (&)

pra

Analog fiihrt auch die Betrachtung des zweiten Maxwellschen Systems (8)
zur Aufstellung einer Identitit. Wir filhren zunichst eine fiir die Rechnung
bequeme Bezeichnungsweise ein. In irgendeinem in bezug auf kein Index-
paar symmetrischen kovarianten oder kontravarianten Tensor A, . gibt es cinen
antisymmetrischen | 4,,...! , der sodefiniertist: Man bildet alle durch Permutation
der Indizes zu bildenden Tensoren und aus diesen ein Aggregat mit dem

! Es existiert auch ein kompatibles Gleichungssystem, wobei sttt (8)

0=Flrgip1+ BVipeFip = Grgp

mit konstantem fl gesctzt wird. Unter diesen Miiglichkeiten ist der Fall f# = o formal aus-
gezeichnet; es tritt nimlich dann an die Stelle der Ableitung des zweiten Maxwell-Svstems aus
dem Kriimmungstensor die Voraussetzung der Existenz cines Viererpotentials, wobei das Auf-
treten cines maguetischen Viererstromes vermieden wiirde.
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Gliedfaktor -+ 1 oder — 1, je nachdemn die betrefiende Permutation gerade oder
ungerade ist. Bei Verwendung dieser Bezeichnungsweise folgt zundchst

AQ::“:V = wﬁus;:vu_.w.ﬂ :q:ﬁ_L +3 AN;WM:W .

Das erste Glied der rechten Seite verschwindet bekanntlich wegen der Anti-
symmetric von F. Das zweite, welches auch 3 [V%,., F,,} geschrichen werden
kann, berechnen wir in ecinem Punkt des Raumes zunichst fiir cin lokales
Koordinatensystem, in welchem g, = 4, ist. Es kommt dann fiir die Summa-
don nach s wegen der Antisymmetrie der Tensoren im angeschriebenen Term
nur s = ¢ in Betracht, so dafy wir es in der (ersten) Form 3{17 )
schreiben kénnen. Wegen der Definition von / | kann man cs aber auch in
der Yorm —3 (V7 F,} oder 3{V7  F,\ schreiben, wobei nur s =p in
Frage kommt. Deshalb ist auch die Schreibweise 3| Vi Iy} (s = p) richtig
(zweite Form). Die Verschmelzung beider Formen ergibt Ve, F,), waobei
nun der Summationsindex s keinen einschrinkenden Bedingungen mechr
unterliegt. Dies kann [vgl. (8)] auch {{H, F, ! geschricben werden, welche
Schreibweise natiirlich von der Koordinatenwahl unabhiingig ist.

Analog verfahren wir mit dem dritten Glied, indem wir fir die Rechnung
das Koordinatensystem wieder lokal spezialisieren. Fiir dies Glied kann zu-
nichst

\_ﬂt m“:v:“_‘ -+ A:N.: m;.ﬁLrT.._.—\:_, Mu.“:nw.

irg

gesetzt werden, wobel 5 im ersten Term nur den Wert t, im zweiten nur den
Wert r, im dritten nur den Wert ¢ haben kann. Das Glied kann deshalb in der
Form

Ve By}

geschrieben werden, wobei der Index s keiner Beschriinkung mehr unterliegt.
Hierfiir kann gemif (6a) geschrieben werden

AH\a Qﬁvl? Aw\:a H\v?a i ¢

Das zweite Glied dieses Ausdruckes verschwindet aber aus Symmetriegriinden.
Wir ersetzen cs niimlich durch

2 [{Vere Vora B}t (Ve Vs FO) o+ Vi, V3 FPH).

trg " pgt

L€}

Jedes dieser Glieder verschwindet, z. B. das erste wegen Symmetrie von
Ve Virq beziiglich der Indizes p und ¢, Die betrachtete Identitit nimmt also
die Form an

m@..g:vn_nw Ami m.“:v|AOw wﬂ.&v =04 o e ow mHOu

Es wird sich zcigen, dafl dic Komparibilitit des Gesamtsystems noch die
Existenz einer Viereridentitit erfordert, welche durch Divergenzbildung aus
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(6b) zu erlangen ist. Mit Ricksicht auf (43) und (44) L c. erhalten wir
Qqn:. == _q .ﬁa - ._:,:v .~u__q+ ;3 m“.__::a S u\:n:L\:. B u\:an e * —\.. 3
wobei zur Abkiirzung
N:u “\._ e

gesetzt ist. Die Glieder der rechten Seite aufler dem ersten und letzten formen
wir nach (6a) und (8) um:
B =~ G"F,—V*'FE. F,..
Man sieht, dal V*'F, | F, = | V*'F, F,, . Aber F, F, ist in allen Indizes
schicfsymmetrisch und also = | {F,, F, }.

Somit gilt

—r* F,=—G*F,, —&5V*{F.,F,}.
Gemaf (8) ist
+ 4+ Fyp 0 F* = +4G,, F* — 4V, F' F*,

Beim Auflésen des Schouten-Symbols im zweiten Glied rechts fallen aus

Symmetriegriinden der zweite und der dritte Term weg, so daf} dieses die

Form — 4 ¥, F', F* oder — 1 V*** F,_F,, annimmt. Dieses ist nach dem
oben Gesagten = — ., V**(F, F, !, so daf gilt

FY = 4 G, F*— L V*|F_F,}.
Das vierte Glied obiger Identitit wird gemifS (7)
=V V= —H"Y,,.

+ +F,,

il

Behufs Umformung des fiinfren Gliedes betrachten wir den Ausdruck
— V' {V, pr. Jede der 18 Indexpermutationen in { }, bei welcher ¢ vor
dem Differentiationszcichen steht, liefert den Wert des gesuchten st Gliedes;
jede der sechs r.anxwoﬁ_u.EmmoanP bei denen ¢ nach dem Differentiations-
zeichen steht, liefert den Wert + :¥_. Demnach hat man

- v«._ﬁu Vit= = w\:nﬁ g3 L'Pu\:ﬁ.

Auf Grund aller dieser Umformungen erhilt man die untersuchte Identitit

in der Gestalt
G, +G'F,,— e P H Y, =L R+ 3V), ~ iV Voo — 2 Fo Fip)

Diese Identitiit legt cs nahe, den bisher gesetzten m.n_mmmnwn_ucbmon noch fol-
gende zwei zu adjungicren:

G=R+ m‘ﬁnqm\b.{]w”Ou L A ﬁumu

i bt i
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wobei 2 cine universelle Konstante bedeutet, sowie
G =AVoiis— 2 Falehr=04 « w +» = 5 [(i2)
Diese Gleichung kann auch leicht in die Form gebracht werden
(A V— 2 (F,,F,,+F,F,+F F))=o0

12354 23451 a iz .nu 3
oder kiirzer
u_:ul__ z mu..? m...ua_ -
Obige Identitit nimmt dann die Formen an
G}, +G*'F,,— 1 G, F*+ BV, — G +5G,,,,V*=0. (12)
Endlich ist noch hinzuzufiigen, dafl die Feldgleichungen (7) die Identitiit

HP =0 o a v % o6 s o5 s (1)
erfiillen.

§ 3. Die Kompatibilitit der Feldgleichungen.

Dies sind die aufgestellten Feldgleichungen:

anm mzeol 18 »&u.lﬁ.....ahu.bf.*%@ Mu:uu.:u
(V" — 4 8V V) =0 (6b)

siq

G=E=F~V, Fe=0 & & @ w« 3 5 5 % % + & » (63)

prg

Q:_%m Ira;pl ﬁ\.__qq ._E“ # /& 0w % T 2 s & 2 ¢ ¥ A AMV
G=R+1V, V" —i=o0. . . . . . . . . . . (1)
L A L e € )

e T . )

Sie sind verkniipft durch die Identititen:

Gr,—3 G, +G"F, —16, "+ .G,V +HYW,. =0 . . (13)
G, +HYF, +5GmP, =0 . . (9)

._Q._..P.v+ v|_Q __Evmnv ¥ AHOV

Hoy=o0 . . (14)

Die Zah!l der abhingigen Funktionen ist 10+ 6+4 = 20. Die Zahl der zu
ihrer (relativistischen) Bestimnmung nétigen und hinreichenden voneinander
unabhiingigen Differentialgleichungen ist also 20—4 = 16. Die Zahl der auf-
gestellicn Differentialgleichungen ist 9-+4-+4+ 1+ 1+6 = 25; es ist also ein
Nachweis von deren Kompatibilitit notig.

Sitzungsher. phys.-math. K1 1932, (2)
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Fir dicsen Nachweis ist es — wie der Bau von (13) zeigt — zweckmiBig,
diec Gleichungen (6b) und (11) zu einer Gleichung

6,=06,—4g,G=0

q
zusammenzufassen. Wir sondern nun die 9 Gleichungen
Q;u Qku Q!. ﬁ.u.:u O;u Q:u“ N.-«Iu m:. H34

aus und nennen sic dic ¥-Gleichungen, alle iibrigen zusammengenommen die
B-Gleichungen, deren Zahl 25—9 = 16 ist.

Lin Blick auf die ldentititen zeigt nun, daB folgendes gilt: Sind die 16
B-Gleichungen im ganzen Raume erfiillt (was bestimmt erreichbar ist) und
auficrdem die W-Gleichungen in cinem Schnitte x, = ¥, = konst, so sind
die W-Gleichungen auch in dem »infinitesimal benachbarten« Schnitte
x, = X,+dx, erfillt, Hieraus folgert man nach bekannten Methoden die
Kompatibilitit des aufgestelliten Gleichungssystems.

Wir bemerken, daf3 Hr. Cartan! in einer allgemeinen und iiberaus auf-
Klarenden Untersuchung jene Eigenschaft von Differentialgleichungssystemen
tiefer analysiert hat, welche von uns in dieser Arbeit und fritheren Arbeiten
als »Kompatibilitit« bezeichnet wurde.

Endlich nehmen wir dic Gelegenheit wahr, der Macy-Stiftung in New York
herzlich dafiir zu danken, daf} sie unsere Zusammenarbeit auch in dicsem
Jahre durch Verleihung cines Forschungsstipendiums an einen von uns még-
lich gemacht hat.

! E.Cartan, Bulletin de la Société Mathématique de France, Paris 1931: Sur la thléorie
des systémes en involution et ses applications a la Relativité.

Ausgegeben am 30. April.

Betlin, gedruckt in der Reichsdruckerei.




